Відповіді до ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики 

2015-2016 н.р.
6 клас
1. 
[image: image191.png]


.
Відповідь: 2015.
2. Без шоколаду та горiхiв всього 12 коржикiв, без шоколаду – 18. Отже, всього 36 коржикiв.

Відповідь:  36.

3. 1 спосіб. Розiб’ємо контур великого квадрата за допомогою 4 однакових смужок – прямокутники шириною в один маленький квадрат так, як показано на рисунку. Тодi в кожнiй такiй смужцi мiститься точно 44 : 4 = 11 маленьких квадратiв. Тому розмiри великого квадрата становлять 12 × 12 (12 рядкiв, в кожному з яких по 12 маленьких квадратiв, або, що теж саме – 12 стовпчикiв, у кожному з яких 12 маленьких квадратiв). Таким чином, великий квадрат розрiзали на 12 · 12 = 144 маленьких квадратiв.

[image: image2.png]


Рис. 1
2 спосіб. Серед 44 маленьких квадратiв (що дотикаються до контуру великого квадрата) є 4 «кутовi» квадрати, якi дотикаються до контуру великого квадрата двома своїми сторонами. Решта 40 = 44 − 4 квадратiв дотикаються до контуру великого квадрата лише однiєю стороною. Причому до кожної з 4 сторiн великого квадрата дотикається однакове число 10 = 40 : 4 «не кутових» маленьких квадратiв. Таким чином, кожна зi сторiн великого квадрата мiстить 10 сторiн «не кутових» та 2  становлять 12 × 12 (12–рядкiв, в кожному з яких по 12 маленьких квадратiв, або, що теж саме, –12 стовпчикiв, у кожному з яких 12 маленьких квадратiв). Отже, великий

квадрат розрiзали на 12 · 12 = 144 маленьких квадратiв.

Вiдповiдь: 144.
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4. Зрозуміло, що на алеї 
[image: image3.wmf]51

 яблуня. Серед усіх дерев кожне шосте – груша, тобто їх усього 
[image: image4.wmf]17

. Тому вишень на алеї рівно 
[image: image5.wmf]34

.

Відповідь: 34.
Рис. 2
5. За умови гри виграш отримає той, хто змусить противника повернутися до своєї початкової клітинки, а сам зробить останній хід в сусідню з нею клітинку. Зрозуміло, що виграшна позиція буде у того гравця, який перед своїм ходом матиме непарну кількість клітинок до фішки противника. Своїм першим ходом (і кожним наступним) Сашко робить відстань між фішками парною, а Андрій кожним своїм ходом – непарною. Тому перемагає Сашко, якщо він буде кожного разу ходити назустріч фішці Андрія, доки та не опиниться крайній правій клітинці. Останнім своїм ходом Сашко займає сусідню клітинку і завершує гру. 
Відповідь: перемагає Сашко
7 клас
1. Зрозуміло, що 
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, оскільки 
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, то далі маємо, що 
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Відповідь: 
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2. Нехай перше число a, друге b , третє дорівнює (a+b ), четверте число (a+2b), п’яте (2a+3b ), а шосте (3a+5b ). Тоді сума перших шістьох чисел дорівнює
a+b +(a+b ) +(a+2b)+ (2a+3b)+ (3a+5b) =8a+12b =4(2a+3b)=2015·4=8060. Тобто шукана сума в чотири рази більша за п’яте число.
Відповідь: 8060.
3. Щоб з’єднати між собою нові міста, потрібно побудувати 10 доріг. Решта 2005 доріг з’єднають нові міста зі старими, яких, таким чином, було 
[image: image16.wmf]2005:5401.

=

 Тому міст у царстві стало 406. 

Відповідь:406.

4. Нехай l – довжина кроку високого учня, n – кількість кроків, зроблених ним за одиницю часу. Тоді пройдений ним за цей час шлях дорівнює ln. Відповідно низенький учень пройде лише  шлях 0,8 l ·1,2 n =0,96 ln. Отже, високий прийде швидше.
Відповідь: високий прийде швидше.
5. Вказівка. Нескладно переконатися, що промені розташовані в такому порядку: ОА, ОD, ОС, ОЕ, ОВ. Якщо 
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Відповідь: 45º.

6. Своїм ходом Іванко  бере деякі 2 (або 3) цукерки, що лежать поруч. Наталка своїм ходом бере 3 (або 2 цукерки) протилежні по колу взятим Іванком, таким чином, щоб між групами взятих цукерок стало порівну (а саме по 1005) цукерок. Далі вона просто копіює хід Іванка на іншій частині кола. Якщо Іванко може зробити хід, то й Наталка може його зробити. А тому вона не може програти. Оскільки гра закінчиться, то програє Іванко . 

Відповідь: Наталка переможе. 

8 клас
1. 
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Відповідь: 4029.
2. Нехай піратів було 
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, і кожний отримав 
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.З рівності 
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 маємо, що 
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. Тоді з іншої рівності 
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 маємо, що 
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. Тому монет у скарбі було усього 
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 монет. 
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Відповідь: 150.


3. Нехай х км – довжина дороги, яку машина зможе полити, якщо швидкість руху й швидкість виливання води не змінюються. Коли швидкість руху збільшується в 2 рази, то довжина шляху политої водою дороги подвоюється, а коли швидкість виливання води збільшується в 3 рази, то довжина шляху политої водою дороги стає в 3 рази менше. Таким чином, у першому випадку машина проїжджає 
[image: image29.wmf].

3

2

км

х

 Міркуючи аналогічно, одержимо: якщо швидкість руху збільшити в 3 рази, а швидкість виливання води в 2 рази, то машина проїжджає 
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 Таким чином, у другому випадку довжина в 
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разів більше, ніж в першому. Отже, вдасться полити 
9 км дороги.
Відповідь: 9 км.
4. Оскільки 
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 –прямокутні, та 
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 і 
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 відповідно – їх медіани (рис. 3). Тому 
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 маємо, що 
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Відповідь: 
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5. Вказівка: Побудуємо графікі функцій:
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Зрозуміло, що рівняння матиме стільки розв’язків, скільки спільних точок мають графіки функцій 
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 і 
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Відповідь: порожня множина, якщо  
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; два корені, якщо 0< а<1, безліч коренів, якщо  а=1.

6. Виграє Яринка. Першим ходом вона докладає до купи 1 монету. Їх у купі стане 2016.Далі, якщо Іванка бере 4 монети,  то Яринка докладає одну. І навпаки, якщо Іванка докладає одну монету, то Яринка забирає 4. Таким чином, після кожного ходу Яринки кількість монет у порівнянні з її попереднім ходом зменшується на 3 і ділиться на 3. Звідси випливає,що саме вона забере останню монету.

9 клас
1. 
[image: image53.wmf]=

+

+

+

+

+

+

2016

2015

1

...

3

2

1

2

1

1



[image: image54.wmf]1

14

12

1

2016

2015

2016

2015

2016

...

2

3

2

3

1

2

1

2

-

=

-

=

-

-

+

+

-

-

+

-

-

=

.
2. Позначимо двоцифрове число на першому стовпі через 
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, тоді на другому стовпі було число 
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, звідки очевидно, що 
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. Тоді на третьому могло бути записане одне з двох чисел: 
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 або 
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. Число з першою цифрою 
[image: image60.wmf]b

 бути не може, бо за той самий час автомобіль не міг проїхати за перші півгодини відстань менше 100 км, а за наступні – більше 100 км. 

Тепер запишемо рівності для кожного з двох випадків:

Випадок 1. 
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. Тоді маємо умови: 
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 різні та ненульові, то маємо перший розв’язок: 
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Випадок 2. 
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, звідки 
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. Тоді маємо умови: 
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 і розв’язків немає. Таким чином автомобіль за півгодини проїжджав 45 км, тому шукана швидкість: 90 км/год.
Відповідь: 90 км/год.
3. Додавши рівняння системи, отримаємо 
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 Оскільки другий множник у лівій частині отриманого рівняння дійсних коренів не має, то підходить тільки 
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 При цьому всі три рівняння матимуть спільний дійсний корінь 
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4. 
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 та 
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 – подібні. Тому 
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 (рис.4) маємо: 
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Відповідь: 
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5. 
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Оскільки ліва частина рівняння – ціле число, то 
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Маємо рівняння х2-2015х+2014=0.

Відповідь. 2014, 1.
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6. Будемо казати, що число є вдалим, якщо воно закiнчується парною кiлькiстю нулiв (можливо, жодним нулем) та невдалим, якщо воно закiнчується непарною кiлькiстю нулiв. Покажемо, що другий гравець може дiяти так, аби перед

його ходами число завжди було вдалим, а перед ходами першого гравця невдалим.

Тодi вiн виграє, бо 0 можна дiстати лише з одноцифрового числа, яке є вдалим. 

На початку гри число 102015 невдале. Якщо перед ходом першого гравця число закiнчується 2k + 1 нулями, k 
[image: image93.wmf]³

 0; то вiн не може перемогти цим ходом, а після його ходу число закiнчується 2k нулями або ненульовою цифрою, тобто є вдалим. 

Отже, перед ходом другого гравця число вдале. Якщо воно закiнчується 2m нулями, m 
[image: image94.wmf]³

 1; то вiн закреслить останню цифру та дiстане невдале число. Якщо ж воно закiнчується ненульовою цифрою, то вiн може або вiдняти її вiд числа (якщо число було одноцифровим, то цим ходом вiн виграє), або закреслити. При цьому другий гравець може дiстати два числа, одне з яких в 10 разiв бiльше за iнше, тому деяке з них гарантовано є невдалим.

Вiдповiдь: виграшну стратегiю має другий гравець

10 клас
1. Нехай 2014=х, тоді 2014·2015·2016·2017+1=n(n+1)(n+2)(n+3)+1=
=(n2+3n)(n2+3n+2)+1. 

Позначимо n2+3n+1=m, тоді 2014·2015·2016·2017+1=(m-1)(m+1)+1=m2.
2. Очевидно, що число 
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 – чотирицифрове, а тому розглянемо шукане співвідношення для цифр числа 
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Тепер зрозуміло, що при 
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, тепер єдина можливість 
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 маємо, що 
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Відповідь: 
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4. Нехай а – перший член, q>1 – знаменник зростаючої геометричної прогресії. За властивістю арифметичної прогресії маємо:
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6. Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів: А, В, С, D. Розглянемо випадок, коли АВ не паралельна СD. Тоді нехай точка Х – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або А або В. Припустимо Х має колір точки А. Але тоді три різних кольори будуть на прямій СD.
Нехай тепер АВ паралельна СD. Якщо ВС не паралельна DА, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо ВС паралельна DА, то АВСD – паралелограм. Його діагоналі АС і ВD перетинаються у деякій точці Х. Знову повторюємо попередні міркування.
.
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8) і за лемою 4 задане число не можна представити у вигляді суми трьох квадратів. 
Лема 4. Квадрат числа. Порівнюваний за модулем 8 з одним із чисел 
[image: image146.wmf]{

}

1

,

1

,

0

-

.
Відповідь: ні
3. Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів: А, В, С, D. Розглянемо випадок, коли АВ не паралельна СD. Тоді нехай точка Х – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або А або В. Припустимо Х має колір точки А. Але тоді три різних кольори будуть на прямій СD.

Нехай тепер АВ паралельна СD. Якщо ВС не паралельна DА, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо ВС паралельна DА, то АВСD – паралелограм. Його діагоналі АС і ВD перетинаються у деякій точці Х. Знову повторюємо попередні міркування.
4. З умови задачі випливає, що ∠BAC = 450. Проведемо коло з центром M  та радіусом MB = MC. Так як ∠BMC = 900 , то більша дуга BC цього кола є геометричним місцем точок, з яких хорда BC видна під кутом 450 . Отже, вершина A належить цьому колу. Отже, трикутник AMC – рівнобедрений, тоді 
∠MAC = ∠MCA = ∠BCA − ∠MCB = 750 − 450 = 300 . 
Відповідь: 300 
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6. Очевидно, що многочлен 
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